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Abstract. La actual complejidad sobre el disefio de los elementos constructivos
(civiles, mecanicos, etc.), demanda soluciones complejas para su andlisis, por lo
que la inclusion de experiencias de Aplicacion en Ingenieria se ha proyectado
como una alternativa de alta relevancia en la formacion de los estudiantes de las
carreras de Ingenieria aplicada (Civil, Mecanica, Eléctrica, entre otras), para
ello el Método del Elemento Finito proporciona una gran diversidad de
soluciones, para problemas diversos de Ingenieria. En el presente trabajo se ha
seleccionado un ejercicio de Estatica para mostrar las cualidades positivas de
este método numérico de solucion para situaciones tradicionales y
convencionales de las técnicas de disefio, andlisis y construccion.

Palabras Clave.- Elemento Finito, Métodos Numéricos, Aplicacion de la
ingenieria.

Abstract. Nowadays, the complexity on the design of constructive elements
(civil, mechanical, etc.), demand complex solutions for its analysis, so the
inclusion of Application Engineering experiences is designed as an alternative
of high relevance in the formation of students in the Engineering careers (Civil,
Mechanical, Electrical, etc.), for these, the Finite Element Method provides a
wide range of solutions to different engineering problems. In this document, I
have selected a Statics exercise to show the positive qualities of this numerical
method of solution for traditional and conventional situations of the design
techniques, analysis and construction.
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1 Introduccion

El método del elemento finito (MEF),
es un método de resolucion
aproximativo, el cual se utiliza
principalmente en problemas en los
cuales no se puede conocer la
solucién exacta, explicado en una
forma matematica cualquiera no
disponible. Dicho método esta bien
adoptado en la solucion de problemas
reales en areas de la ingenieria. Por
ejemplo, la resistencia de materiales 6

la teoria de la elasticidad pueden ser
utilizados para calcular analiticamente
los esfuerzos y las deformaciones en
una columna a flexion, sin embargo
no es posible conocer los esfuerzos
que se generan en un cigiiefial de un
automovil.

La Figura 1, presenta un
problema simple que se puede
resolver por la Resistencia de
Materiales 6 por la teoria de la
elasticidad.

F

Figura 1. Problema simple, una columna sometida a traccion.

La figura 2, presenta un problema que
no tiene una solucidon exacta y es
necesaria  una  alternativa  de

resolucion aproximativa, el cual sera
para nuestro caso el método del
elemento finito.

Aucune solution analytique

Figura 2. Llave de mano problema complejo, para el analisis de la ingenieria aplicada.



Este método implica:

*El desacoplamiento de una estructura
continua en muchos elementos (ver
figura 3).

*La ejemplificacion del
comportamiento mecéanico de cada
elemento en una forma simple.

*La conexion de los elementos por
medio de nodos.

- Elément fini

\ l' typique

Figura 3.- a) Medio continio  b) Medio continuo cortado en triangulos (elemento finito).

Este proceso presenta un conjunto de
ecuaciones algebraicas, las cuales son
de equilibrio para cada uno de los
nodos (ecuaciones nodales); un
modelo de MEF puede presentar una
centena o incluso miles de ecuaciones
nodales, para su solucidon se utilizan

cada vez mas, poderosas
computadoras.
Si necesitamos una

descripcion mas sofisticada del MEF,
puede ser la que se representa sobre
una base de interpolaciones
polinomiales, para cada parte del
problema o del elemento en general.
Sobre un elemento, un campo de
variables (deformaciones unitarias-
desplazamientos, esfuerzos -
deformaciones unitarias,
deformaciones unitarias planas y
temperaturas) en  los  nodos.
Conectando los elementos en forma
conjunta, el campo viene a ser

interpolado sobre toda la estructura
por las expresiones polinomiales que
tienen los elementos. La minimizacion
de una funcién en particular, como la
energia total, (Método de Rayleigh-
Ritz), va a generar un conjunto de
ecuaciones algebraicas para los
valores del campo en los nodos. Su
forma matricial, de este conjunto de
ecuaciones es:
(K]} = {F} 1

Donde { u } es el vector de
las incognitas (desplazamientos en los
nodos), { F }, es el vector de las
fuerzas o cargas nodales y [K], es la
matriz de rigidez.

La principal diferencia entre
el método clasico y el MEF, radica en
la forma de “ver”, el dominio fisico y
la forma de aplicar la resolucion. Los
métodos clasicos consideran que el



dominio fisico es un medio continuo
por el cual una solucién analitica a sus
ecuaciones gobernantes puede ser
obtenido. La solucién serd exacta para
problemas fisicos simples (una
columna a tension por ejemplo), 6 una
aproximacion en problemas fisicos
semi complejos (soluciéon por el
método de Rayleigh-Ritz).  Dicha
solucion aproximativa se obtiene por
El analisis por Elemento Finito el
cual lo podemos dividir en tres fases:
1.- El Pre-tratamiento.

2.- El tratamiento.

3.- El Post- tratamiento.

Los programas que se
utilizan para resolver las ecuaciones
resultantes de la aplicacion del MEF,
como ANSYS, COMSOL, ADINA
FEMLAB, CATIA, etc; utilizan
graficas para ayudar al Pre y Post
tratamiento, lo cual permite generar el
mallado, definir los materiales a
utilizar y las condiciones a los limites
de frontera; dichos sistemas
intervienen principalmente en el Pre y
Post tratamiento como se ha
mencionado.

La parte del tratamiento es
donde se encuentran los fundamentos
del MEF que seran implementados,
incluyyen manejo de  matrices,

i
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métodos variacionales de
aproximaciéon como el método de
Rayleigh-Ritz, Galerkin, etc. El
método del elemento finito es un
método numérico en cual el dominio
fisico esta representado por una
coleccion de dominios simples,
llamados elementos finitos y que
permite  obtener una  solucioén
aproximada a un problema dado.
integraciones numéricas, resolucion
de  ecuaciones y  ecuaciones
diferenciales.

El MEF permite resolver
problemas lineales o no lineales, que
se relacionan con diferentes dominios
de la fisica: estatica, dinamica, fatiga,
transferencia de calor, acustica, etc.
Un problema estatico lineal (ver
figura 4) determina el campo de
desplazamiento, las reacciones en los
apoyos, fuerzas internas en los nodos
y el campo de los esfuerzos que se
presentan en una estructura mecanica
sometida a cargas estaticas. Par lo
cual es necesario considerar algunas
hipotesis:

a) El comportamiento elastico
lineal de los materiales.

b) Las  deformaciones
pequeiias.

¢)  Pequeiias rotaciones.

son

Figura 4. Presentacion de
una columna de concreto
FPR sometida a una carga
excéntrica axial con
refuerzos de barras de fibra
de carbono.

saection



Un andlisis tipico realizado por Elemento Finito, se divide en 7 etapas, las cuales se

muestran en la tabla 1.

Tabla 1. Las 7 etapas de un analisis por Elemento Finito.
Etapa 1 | Discretisacion espacial del dominio fisico.
Definicion de los materiales (Modulo de Young,
Etapa 2 .
Fase | Pre Poisson)
1 tratamiento Definicion de condiciones (Geométricas y
Etapa 3
Neumann).
Etapa 4 | Definicién de propiedades de la seccion (aire,
inercia, espesores, medio, efc.)
ase | g oo Etapa 5 Calculo. ?lemental, ensamble de ecuaciones y
11 resolucion.
Etapa 6 | Caleulo de las variables derivadas
Fase | Post- (deformaciones, reacciones, esfuerzos)
i Tratamiento ’ ’ ’
Etapa 7 | Andlisis y visualizacion de resultados.

2 Desarrollo

El resolver problemas de Ingenieria
Aplicada, por medio del MEEF,
demanda el realizar las siguientes
acciones:

a) Discretisacion
Un elemento finito tiene dos
funciones de aproximacion. La
primera presenta la discretisacion del
espacio por el elemento finito del
dominio fisico. La segunda es sobre la
interpolacion nodal del campo de
variables asociadas al comportamiento
del dominio fisico.

En este caso el campo de
variables es el campo de los
desplazamientos. En la discretisacion
el escoger le elemento adecuado
permitira tener una buena
aproximacion, esto es conocido como
el mallado del dominio los cuales son
interconectados por nodos situados en
las aristas de los elementos
(triangulares, hexaédricos, etc.). Los
elementos finitos se pueden clasificar
segun su geometria, las diferentes

clases de elementos pueden ser
distinguidos de acuerdo a:

e En 1D: Barras, columnas
rectas o curvas.

e En 2D: Placas de
membranas, placas en
flexion, cascos.

e En 3D: Sélidos.

Estos elementos permitiran  una
aproximacion lineal de orden superior
(cuadratica, cubica) del dominio.

b) Interpolacion o aproximacion de
las variables continuas.

Es necesario definir para
cada elemento una funcion
aproximativa a la solucion exacta.
Esta funcion de aproximacion nodal
debera de presentar las siguientes
particularidades:

a) La funcién no debera de intervenir
mas que en las variables nodales
encadenadas a los nodos situados
sobre el elemento y sobre su frontera.

b) Esta funcion debera de ser continua
sobre el elemento. Ademas el
ensamble de la funcién de
aproximacion debera de satisfacer las



condiciones de continuidad entre los
diferentes elementos.

Para la discretisacion geométrica, las
interpolaciones pueden ser lineales o

de orden superior esto dependera de la
fisica del problema a analizar, como
ejemplo se puede apreciar la figura 5.

La figura 5.- Muestra un ejemplo de mallado aplicado a un elemento constructivo.

¢) Elementos Isoparamétricos.
Normalmente, el orden de
aproximacion de la geometria que se
escoge es equivalente al orden de la
interpolacion del campo de las
variables. En este caso el elemento
finito tiene tanto nodos geométricos
como de nodos de interpolacion.
Dicho elemento se dice que es
isoparamétrico, por ejemplo: un
elemento isoparamétrico triangular
con 3 nodos geométricos y 3 nodos de
interpolacion, utiliza una
aproximacion lineal para la geometria
y otra aproximacion lineal para el
campo de variables.

d) Los Grados de Libertad

Un grado de libertad (g.d.l.),
representa  una  condicion  sin
restricciones, para actuar en el campo
de variables del sistema. Por ejemplo:
a) Sistema masa-resorte. EI campo de
desplazamiento de la masa posee una
variable a desplazar, el sistema tiene 1
g.d.l

b) Cuerpo rigido. El campo de
desplazamiento se compone de 3 en

traslacion y 3 en rotacion, por lo tanto
el sistema tiene 6 g.d.l.

¢) Medio Elastico Contintio. Cada
elemento infinitesimal del medio tiene
3 en traslacion y 3 en rotacion, el
medio continiio esta compuesto por un
nimero infinito de  elementos
infinitesimales y como consecuencia
de un ntimero infinito de g.d.L.

d) Medio elastico discretisando por
elemento finito. Este se explica en
términos de desplazamiento de los
nodos del mallado. Por ejemplo, un
mallado de 146 nodos y cada nodo
tiene 2 g.d.l. Por lo tanto el modelo de
elemento finito tendrd en total 292
g.d.L

En el MEF, los g.d.l. estan soportados
por los nodos del mallado,
discretisando el medio continuo
pasamos de un numero infinito a uno
finito de gdl.  siendo los
desplazamientos de los nodos finitos
el problema a resolver.

e) Definir los materiales y las
propiedades de la seccion



Dentro de las caracteristicas (ver tabla
2) para asignar a un modelo de
elemento finito, son las propiedades
de los materiales tales como mddulo

de Young, el coeficiente de Poisson;
las propiedades de la seccion serian
espesores, momento de inercia, etc.

Tabla 2.- Ejemplo de las propiedades de los materiales, Caracteristicas de las Barras de

carbono del tipo PRFC

Us Diametro | Seccion | Modulo de Effg;egciz Deformacion
0] . Type nominal | nominal | Elasticidad ., ultima a la
size 2 traccion 2o
(mm) (mm”) (GPa) (MPa) traccion (%)
103 |[PREC 955 |71 207.4 1431 1.20+/-0.09
(Carbono)

f) Condiciones de frontera

En elasticidad, tenemos basicamente
dos tipos de condiciones limites: Las
condiciones de cinematica o de
fijacion figura 6 que reaccionan sobre
los desplazamientos y las condiciones

de equilibrio o cargas que actdan
sobre los esfuerzos figura 7. Las
cargas pueden ser de dos tipos:
puntuales o repartidas que actian
directamente sobre ciertos nodos,
afectando sus grados de libertad.

Figura 6.- Aplicacion de la fuerza sobre los nodos




Figura.- 7 Condiciones de frontera fijacion de los apoyos.

g) Calculo de las variables derivadas
Estas  variables  derivadas  son
calculadas a partir de los nodos
desconocidos que se determinan
dentro de la resolucion del modelo. En
elasticidad, son deformaciones,
esfuerzos y las reacciones en los
soportes. Estas son  como
mencionamos en el principio a partir
del ensamble de las ecuaciones segun
el método utilizado (Trabajo virtual,
Energias, Rayleigh-Ritz, etc.).

h) Visualizacion de Resultados

Esta es la etapa final del analisis, esta
normalmente se genera en forma de
graficas segun el programa y el tipo
de resultados que se desea obtener:
Esfuerzos de Von Mises,
concentracion de  esfuerzos, o
deformaciones, etc. Un aspecto

importante es la visualizacion de
resultados y que uno debera de juzgar
si son realistas, esto nos podra evitar
resultados que podrian ser absurdos
dentro de la solucién de ingenieria
aplicada, ver figura 8.

Figura 8.- Presentacion de los resultados de una solucién mediante interfaces visuales.

i) Modelado de un problema y
la verificacion de resultados
El modelado de un problema fisico
(ver figura 9) es la simulaciéon por
medio de técnicas numéricas o0
analiticas de su comportamiento. FEl

modelado requiere que un problema
fisico sea bien entendido afin de
escoger de forma inteligente los tipos
de elementos a utilizar y su cantidad
requerida para que el problema fisico
sea representado de forma adecuada.

1 élement

4 elements



Figura 9.- Representacion del modelado de un problema fisico.

En un modelado por MEF, se debe de
evitar los elementos de formas
inadecuadas o complejas o muy
grandes a fin de representar de forma
correcta las variaciones rapidas e
importantes de las variables. Ademas
un mallado muy grueso dara
resultados erréneos inaceptables sobre
el gradiente. Por el contrario un
mallado muy fino demandard mas
recursos del programa y la pérdida de

tiempo  correspondiente y la
utilizaciéon de mas elementos que los
indispensables para obtener los
resultados adecuados, la figura 10 nos
muestra las curvas de desplazamiento
sobre una columna con carga
excéntrica a diferentes espesores, la
buena adecuacion de un modelo
permitira obtener resultados tangibles,
y validables.
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Figura 10.- Comportamiento de la columna a diferentes espesores del FPR, la grafica presenta
el desplazamiento unitario-carga aplicada.

Una vez que el programa genera los
resultados habra que verificar que los
resultados sean razonables lo cual es
muy importante para llegar a un buen
analisis. En un andlisis por Elemento
Finito, la anticipacion de resultados y
su verificacion son partes importantes
para que el modelo tenga éxito. En
nuestro ejemplo podemos anticipar el
efecto de la fuerza excéntrica sobre la
columna y la forma en que se veran

afectados los esfuerzos y los
desplazamientos de las reacciones. Si
existieran divergencias importantes a
los resultados anticipados, seria un
indicativo de una mala comprension
del problema fisico; y las divergencias
deberan de ser corregidas o entender
una explicacion logica antes de que
los resultados puedan ser juzgados de
forma correcta.
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3 Conclusiones

Un analisis realizado por un usuario
tipico o convencional, no tiene la
necesidad de un conocimiento
profundo de la matematica que se
encuentra detrds del MEF, sin
embargo un usuario competente
deberda  comprender como = se
comportan los elementos para tomar
las decisiones adecuadas del modelo
(tipo de mallado, grosor, etc.) de
manera que pueda evitar malas
interpretaciones e identificar los
errores, y los resultados no realistas
que se presentan durante el
tratamiento. El debe de comprender
que el MEF es una forma de
implementar una teoria matematica
sobre un comportamiento fisico y que
trae como consecuencia la
formulacion de hipdtesis y limites los
cuales deberan de ser respetados en el
analisis a realizar con el programa.
Las preguntas que se deberan de
responder cuando se realiza un
analisis por elemento finito son:

* /Cuales son los tipos de elementos a
utilizar y cuantos?

* ;Donde se deben de realizar un
mallado fino y en donde uno grueso?

* ;Puede ser simplificado el modelo?

» /Cuales detalles fisicos deberan de
ser representados?

e ;Qué tipo de analisis se quiere
realizar (térmico, estatico, dinamico,
lineal, etc.)?

* ;Como se verifica la precision de los
resultados y los errores de analisis?

La utilizacion del MEF en la
ingenieria aplicada a permitido la
simulacion y analisis de diversos
problemas fisicos lo que han
permitido generar nuevos productos o
mejorar la calidad de vida, no es
casualidad que este método sea
considerado dentro del ciclo de vida
del producto (PLM, por sus siglas en
ingles) como parte fundamental de los
modernos software’s de Ingenieria
Asistida por Computadora (CAE, por
sus siglas en ingles).
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