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Resumen—Se muestran ejercicios especificos que
han resultado eficaces en hacer que el estudiante
universitario logre la comprensién de temas
tradicionalmente dificiles para ellos, con la
comprensible preocupacién de los docentes. En este
enfoque, se presentan al estudiante diferentes
ejemplos de la vida cotidiana que lo hacen capaz de
escribir por si mismo conclusiones relativas a
conjuntos de datos. En particular, se tratan los temas
de dispersion, promedio de promedios, muestreo, la
relacion entre el analisis combinatorio y los calculos
de probabilidad y el teorema de Bayes.

Palabras clave—conceptualizacion,
activo, experimento educacional.

aprendizaje

. INTRODUCCION

El estudio de la Probabilidad representa un cambio
de paradigma para el estudiante, suele encontrarse
perdido en el contexto: ;Cémo que si saco una
carta roja? ;De donde? ;Por qué es esa la
probabilidad? En un principio las conclusiones no
parecen ldgicas, ni claros los procedimientos.

El docente debe recordar su propia experiencia en
un primer curso de este tipo y compartir con sus
estudiantes sus inquietudes de entonces; asi se crea
un vinculo méas estrecho con ellos, quienes se
sienten libres de preguntar cualquier duda que les
surja.

En los planes de estudio vigentes, tanto de
ingenierias como de carreras de negocios en la
Universidad Iberoamericana Ciudad de México, la
primera experiencia de los estudiantes no se trata
de dos cursos sino de uno solo que abarca los
temas de estadistica y probabilidad. El primero
también tiene conceptos de dificil apropiacion,
algunos de los cuales se tratardn mas adelante.

La tendencia internacional de los enfoques
pedagogicos insiste en que se debe abandonar la
figura del docente que lo sabe todo y que abusa del
método expositivo. En este articulo se comparten
algunos ejercicios y dindmicas de clase que han
funcionado para que los estudiantes, en su mayoria
de é&reas administrativas, logren construir
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conceptos estadisticos y probabilisticos. La
mayoria de las veces esta construccion se ha
logrado mediante el método socratico, también
conocido como mayéutica [1], en conjunto con la
pedagogia ignaciana [2]. La intencion de este
articulo es invitar a los docentes a disefiar y
compartir este tipo de dindmicas, para el beneficio
de todos los involucrados.

En la seccion Il se presenta el caso de temas
socorridos por la Estadistica Descriptiva:
dispersion y promedios. En la seccién Il se
abordan los temas de teoria de la probabilidad. En
la seccion IV se presentan resultados y
conclusiones. Las referencias se encuentran en la
seccion V.

Il. ALGUNOS TEMAS DE LA ESTADISTICA
DESCRIPTIVA

En esta seccidn se describe la forma de abordar
el tema de dispersion de datos, que usualmente se
ve inmediatamente después de las medidas de
tendencia central (sub-seccion A) y un tema que
parece se explica por si solo, puesto que nho
aparece en los textos, la media de las medias
aritméticas (o promedio de promedios), en la sub-
seccion B.

A. Dispersion

Tal y como lo remarca la pedagogia ignaciana [2],
en el saléon de clase resulta indispensable
contextualizar los temas en términos de
expresiones, palabras y conceptos de la vida
cotidiana de los estudiantes. Uno de dichos temas
son las calificaciones. En los tltimos afios se les ha
presentado una tabla que representa diferentes
grupos de una misma materia, con el mismo
nimero de alumnos pero con distribuciones
diferentes de calificaciones (Tabla I). Se les pide
calcular la media aritmética, la varianza y la
desviacién estandar.
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TABLA |
Dispersion
Gpo | Gpo | Gpo | Gpo Gpo
1 2 3 4 5
6 10 10 | 9.9 9.99

7 10 10 10 10

8 10 10 10 10

7 2 10 10 10

6 2 10 10 10

Media | 6.8 | 6.8 10 9.98 | 9.998
Varianza | 0.70 | 19.20 | 0.00 | 0.00 | 0.00002
Desvstd | 0.84 | 4.38 | 0.00 | 0.04 | 0.00447

Los alumnos suelen identificar rapidamente la
columna de cero dispersion, luego se regresan a las
dos primeras columnas y ya se les hace muy facil
describir qué sucede en las Gltimas dos. En este
sentido es sumamente importante que los
estudiantes escriban la observacion y el anélisis de
cada una de las columnas. Y méas importante ain
es la exhaustiva retroalimentacion del docente.

Por otro lado, se considera que no se hace
suficiente hincapié en la importancia de la
dispersion en el tema de la representatividad de las
medidas de tendencia central. Son particularmente
Gtiles los diagramas que presentan ciertos textos
(véase por ejemplo [3] y [4]) donde comparan una
curva leptocurtica y una meso o platiclrtica, que
representan, por decir un tema, el tiempo que tarda
una compafiia de mensajeria en entregar un
paquete de México a Puebla. Lo ideal es exhortar
al estudiante a pensar qué le conviene més a la
compafifa, y naturalmente abordar el tema de la
medida de tendencia central acompafiada de su
dispersion.

Publicacion en ...

B. Promedio de promedios

Este tema no se toca en los temarios ni en los
libros de texto convencionales. Sin embargo, es
uno de los errores mas frecuentes que se cometen
en el ambito profesional. Nuevamente, sugiero el
tema de las calificaciones, esta vez tomando como
datos las calificaciones de las diferentes materias
del historial académico de un estudiante. Este tipo
de caélculos los suelen hacer los estudiantes,
muchas veces de manera errénea, al calcular su
promedio de calificaciones: calculan el promedio
de cada periodo académico y lo dividen entre el
namero de periodos, en lugar de obtener la media
de todas las calificaciones juntas, esto es
fundamental para cuidar el promedio de beca, por
ejemplo.

Se puede presentar la situacion como en la Tabla
I, donse se indican las calificaciones de cada
materia durante tres periodos académicos.

TABLA I
PROMEDIO DE PROMEDIOS
Periodo 1 Periodo 2 Periodo 3
9 7 9
7 8 6
8 7 10
6 8 8
6 6
6 9
COMPARACION DE LOS PROMEDIOS DE
LOS TRES GRUPOS

Se les pide a los estudiantes que calculen la media
aritmética de cada grupo (7.0, 7.5y 8.25) y luego
la media aritmética de las tres medias de grupo
(7.583). Por otro lado, se les pide calcular la media
aritmética de todos los datos juntos (7.5). Se dan
cuenta de que no es igual. Luego se agregan dos
calificaciones en el tercer periodo (pueden ser dos
dieces para un resultado significativamente
diferente) y se les pide volver a calcular la media
de las tres medias (7.77) y compararla con la
media de todos los datos juntos (7.77) jAhora los
resultados si coinciden! Se les pide a los
estudiantes que indaguen la razén de esos
resultados y que redacten una conclusion al
respecto.
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I1l. ALGUNOS TEMAS DE LA TEORIA DE LA
PROBABILIDAD

En muchos de los temarios de las primeras
asignaturas de Estadistica y Probabilidad, se
comienza con Estadistica Descriptiva, luego se ven
conceptos basicos de Probabilidad y se termina
con Estadistica Inferencial. EI predmbulo de esta
Gltima es el muestreo, tema al que curiosamente no
suele brindarse la importancia debida y que se
estudiara en la sub-seccién A. Otro tema curioso es
la relacion entre el analisis combinatorio y el
calculo de probabilidades, mismo que se estudiara
en la sub-seccién B. Finalmente, la sub-seccion C
se dedicara al muchas veces problemético teorema
de Bayes.

A. Muestreo

En las referencias [3] y [5] se presentan
diferentes ejemplos en los que, con un tamafio de
poblacion relativamente pequefio (basta con N=7)
y un tamafio de muestra de n=2 se puede construir
la distribucion muestral de medias. La variable
aleatoria puede ser, por ejemplo, nimero de pizzas
entregadas por cada repartidor. Usando el analisis
combinatorio se obtiene el ndmero total de
muestras de tamafio 2, de una poblacion de 7
elementos (C] = 21). Se calculan las medias de
cada una de las 21 muestras y se compara la media
de la distribucién muestral de medias con la media
de la poblacion, concluyendo que son iguales
(u,, = ). Es factible que calculen las desviaciones
estandar de ambas distribuciones, concluyendo que
la dispersion de la distribucion muestral de medias
es menor que la dispersion de la distribucion
normal. Una desventaja es que con estos valores
pequefios no siempre se cumplird la relacion o, =
G/\/ﬁ . O bien, pueden los estudiantes graficar

ambas distribuciones, con la misma escala en el eje
X y podran comparar graficamente la dispersion
entre ambas. Calcular el rango, que es mucho mas
directo, los lleva a la misma conclusion. En este
punto es conveniente preguntarles a los estudiantes
¢Por qué es recomendable una dispersion menor?
Y se pueden recordar algunos ejercicios realizados
al estudiar el tema de medidas de tendencia central
y de dispersion. Estas graficas permiten, ademas,
comparar la forma de ambas distribuciones; y de
nuevo, preguntar a la clase, ¢en qué nos favorece
que la distribucion sea acampanada?

El paso siguiente consiste en que el estudiante
comprenda la diferencia entre las ecuaciones (1) y
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(2), con las cuales se calcula la variable
estandarizada z.
z="F ecQ); z=2% ec(2).
o /\/ﬁ

Finalmente se culmina con un concepto muy
practico e ilustrativo del teorema del limite central,
fundamental en la Estadistica. Con esta dinamica,
haciéndolo por lo menos con dos ejercicios, los
estudiantes son capaces de enlistar las tres
propiedades fundamentales que conducen al
teorema:

e igualdad de las medias entre ambas
distribuciones,
e menor dispersion de la distribucién
muestral de medias y,
e tendencia de forma acampanada de la
distribucion muestral de medias,
de tal manera que ellos mismos lo postulan.

B. El anélisis combinatorio y los célculos de
probabilidad

Es sorprendente que ni en los temarios mas
comunes ni en los libros de texto méas populares el
orden de estos temas parece tener logica: primero
se ve todo lo referente a la probabilidad,
conceptos, enfoques, axiomas, probabilidades
marginales, conjuntas, condicionales, teorema de
Bayes. Al final del capitulo o del tema, aparece la
seccion de andlisis combinatorio, también llamada
reglas de conteo, que parece no tener ninguna
relacion con probabilidad.
Muchos profesores de Estadistica y Probabilidad
han cambiado el orden de estos temas en sus
clases. Al analizar los diferentes enfoques del
concepto de probabilidad e introducir la
probabilidad clésica, se resalta la importancia de
contar el nimero de éxitos y el nimero total de
probabilidades, para lo cual se debe aprender a
contar y entonces se introduce el analisis
combinatorio.
Un ejemplo tipico es el siguiente: Se tienen doce
chocolates blancos y quince negros, ¢Cudl es la
probabilidad de formar paquetes de cinco
chocolates con dos blancos y tres negros?

Partimos de la definicidn clasica de probabilidad:

_ # de éxitos
" # total de posibilidades ec

(3
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y se hace uso del andlisis combinatorio para
c3? ¢35

77
Cs

calcular numerador y denominador: P =

el resultado es 0.3720, es decir “existe una
probabilidad de 37.20 % de formar paquetes de
cinco chocolates con dos blancos y tres negros”.

C. El teorema de Bayes

Muchos profesores reportan la dificultad que
representa el teorema de Bayes para los
estudiantes. Como primera aproximacion es
recomendable contextualizar el trabajo de Thomas
Bayes con respecto de los individuos que padecen
una cierta enfermedad (E) y los andlisis o pruebas
positivas de la misma (A). Previamente se debio
haber trabajado el concepto de probabilidad
condicional. Diferenciar muy bien entre los
condicionales P(A/E) y P(E/A), escribiendo o
diciendo en voz alta el significado de cada uno (en
este caso es muy importante la verbalizacion del
concepto). Para afianzar la diferencia, es muy
importante imaginar el experimento. Esto es, para
P(A/E), se elige a todos los enfermos, se les aplica
la prueba de andlisis, y se escogen a los que dieron
positivo. A diferencia de P(E/A), donde se elige a
todos los que dieron positivo a la prueba de
andlisis y se escogen a los que estan enfermos.

En los ejercicios de libro de texto que ejemplifican
el uso del teorema de Bayes, hay un mundo de
posibilidades. El que nos ha parecido més practico
y transparente para los estudiantes es aquel que
sigue los siguientes pasos (ver referencias [3] y

[5]):

1) Leery re-leer el problema

2) Responder a la pregunta ;Qué conozco
del problema?

3) Organizar los datos en probabilidades
simples y condicionales

4) Tener claro qué preguntan y expresarlo
matematicamente

5) Elaborar un diagrama de arbol

6) Generar la tabla de probabilidad a
posteriori o probabilidad inversa

7) ldentificar las respuestas solicitadas
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8) Expresar las respuestas con palabras.

Tomando como ejemplo el problema de los
enfermos [4], podemos seguir los pasos:

¢ Qué conozco?
Probabilidades simples
P(E) =0.03 P(E’) =0.97

Donde E’ es el complemento de E.
Probabilidades condicionales

P(A/E) =0.90 P(A/E’) =0.02

Aqui es importante que el estudiante haga la
distincion entre ambos condicionales. jQue lo
verbalicen!, de manera oral o escrita.

¢Que me preguntan?
P(E/A) =?

El diagrama de arbol se presenta en la Figura
1.

Probabilidades conjuntas

_090
pA/E=0 A P(A~E)=P(E)P(A/E)= 0.03x0.90=0.0270

E_p
-
/O\\o
) o
N N P(A'~E)=P(E)P(A’/E)= 0.03x0.10=0.0030
&
Q\
A,
%
29>
P(AE’)=P(E')P(A/E’)= 0.97x0.02=0.0194
p\NEVGDl A PACE)=P(E')P(A/E') X

A P(A~E’)=P(E')P(A’/E’)= 0.97x0.98=0.9506

Suma =1.00

Fig. 1. Diagrama de &rbol.

El célculo de la probabilidad a posteriori se
presenta en la Tabla Ill. Basicamente se
ordena la informacién contenida en el
diagrama de arbol, sdlo que se sugiere
realizarlo para sdlo uno de los eventos de la
segunda rama: o para anélisis positivo o para
el negativo; en este caso, como la pregunta
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tiene que ver con el andlisis positivo, se
realiza la tabla para el evento “A”.

TABLAIII
TABLA DE PROBABILIDAD A POSTERIORI PARA “A”
Prob. Prob. Prob. Prob. a
sim- | condicio con- Poste-
ples -nales juntas riori
P(E) |P(A/E)= | P(A~E) | P(E/A)=
=0.03 | 0.90 =0.0270 0.5819
P(E’) | P(A/E’)= | P(AE’) | P(E’/A)=
=0.97 | 0.02 =0.0194 | 0.4095
Suma P(A)= 0.99~1
0.0464

Es importante resaltar que en la tercera
columna de la Tabla Il se obtiene un sub-
producto y es la probabilidad del evento “A”,
resultado de la suma de las probabilidades
conjuntas de A con E y con E’. Por otro lado,
la probabilidad inversa o a posteriori se
calcula de manera muy sencilla, dividiendo el
elemento de la celda de la izquierda entre la
suma de la columna de la izquierda. En este
punto cabe expresar en su forma conocida, el
teorema de Bayes y mostrar a los estudiantes
que la estdn usando, de una manera ludica.

P(A/E)P(E)
P(A/E)P(E) + P(A/E")P(E")

P(E/A) =

B (0.9)(0.03)
"~ (0.9)(0.03) + (0.02)(0.97)

= 0.58 ec(4),

donde finalmente se retoma la definicién
operacional de la probabilidad condicional:

(E) B P(E~A)

A~ P(A)

7 ec(5),

El punto importante es que el reverendo Thomas
Bayes no conocia P(A), esto es, la probabilidad de
que el andlisis resultara positivo ni la probabilidad
de que un individuo se encuentre enfermo, siendo
que la prueba resulté positiva.

IV. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En las secciones anteriores se mostraron una
serie de ejercicios para realizar en clase, de una
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manera interactiva con los  estudiantes
universitarios de las materias de Estadistica y
Probabilidad basica a nivel superior. Los
resultados han sido efectivos, medidos a partir de
los resultados del examen departamental, que es un
examen Unico que se aplica a todos los grupos de
una misma materia. La mediana del grupo paso de
4.5a7.0alo largo de tres periodos académicos.

Se piensa que el cambio en el desempefio de los
estudiantes se baso tanto en el tipo de ejercicios y
en la secuencia de los temas por un lado, y por el
otro lado en un ambiente de clase y abordaje que
conjunta el método socrdtico y la pedagogia
ignaciana, en el sentido de plantear situaciones que
los estudiantes deben analizar y de las cuales
deben establecer sus propias conclusiones, todo
dentro de un contexto que les sea familiar, como
son las calificaciones, las encuestas politicas y las
encuestas de calidad en el servicio, entre muchas
otras. La Estadistica tiene la gran ventaja de poder
aplicarse casi en cualquier &mbito por lo que no
sera dificil hacer la inmersién en algin tema que
los estudiantes sientan préximo.

Por otro lado, en este articulo se ha insistido en
la verbalizacion de las respuestas. Muchos
psicélogos han analizado la relacion entre el
proceso cognitivo y el habla (véase por ejemplo las
referencias [6] y [7]). Es por ello que después de
realizar cada ejercicio se le pide al estudiante que
exprese oralmente la respuesta, y que la escriba. Se
cree que eso garantiza la adquisicion del
conocimiento.

Un consejo importante es el no incluir como
anexo el andlisis combinatorio en un curso de
probabilidad sino volverlo parte integral del
calculo probabilistico.
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